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9 Przeksztalcenia wykresdn.
| e funkcji

Podstawowe informacje o wektorze
w ukladzie wspotrzednych

Pojecie wektora na plaszczyznie omowilismy w rozdziale 4. Teraz bedziemy roz-
patrywa¢ wektor na plaszczyznie z uktadem wspoétrzednych. Okazuje sig, ze kazde-
mu wektorowi o ustalonym poczatku i koficu mozna przyporzadkowac tylko jedng
pare liczb bedacg jego wspodlrzednymi. Mozna réwniez w danym uktadzie
wspoéirzednych kazdej parze liczb przyporzadkowac tylko jeden wektor swobodny,
dla ktérego dane liczby - w rozpatrywanym uktadzie wspotrzednych - stanowia
jego wspotrzedne. Dlatego tez mozemy zastepowa wektory (rozumiane jako
uporzgdkowane pary punktéw) uporzadkowanymi parami liczb. W temacie tym
wszystkie definicje dotyczace wektoréw sformutujemy powtdrnie, korzystajac
z odpowiednio$ci miedzy parami punktéw i parami liczb. Wektory na ptaszczyznie
z uktadem wspotrzednych s tymi samymi wektorami. Méwimy tylko o nich innym
jezykiem. W wielu sytuacjach wiasnie dzieki uzyciu wspétrzednych mozemy z po-
zytkiem postuzy¢ sie pojeciem wektora.

Definicja 1. |
Niech w uktadzie wspoétrzednych dane beda punkty A(xy, y;) i B(x,, v,).
Wektorem nazywamy uporzadkowang pare liczb [x; — x4, y, — y4]. Taki wektor

oznaczamy symbolem AB. Liczby x, — x;, y, — y; nazywamy wspétrzednymi
wektora.

Obrazem graficznym wektora AB jest strzatka o poczatku w punkcie A i koncu
w punkcie B.

B

A ;'(2 »X

Wektor, ktérego obie wspétrzedne sa zerami, nazywamy wektorem zerowym iozna- |
czamy 0. Przedstawieniem takiego wektora w uktadzie wspétrzednych jest punkt
Wektory bedziemy tez oznacza¢ jedng maly literg, ze strzatkg u gory, np.: u, v, W, p
UWAGA: Zamiast pisac: ,wektor [a, b], ktéry oznaczamy symbolem AB’ lub ,wektor

[x,¥], ktéry oznaczamy symbolem ;", bedziemy pisac¢ krécej: ,wektor AB= [a, b]" lub
,wektor v = [x, v]".
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Przzklag 1.

w prostokatnym uktadzie wsp6trzednych dane s punkty A(-5, 3) i B(2, -6)

14
Wy'/,r'mczymy wckt‘or‘ AB, przedstawimy go w ukfadzie wspotrzednych i zastanowi-
my si¢, o oznaczajg jego wspotrzedne, ’

AB=[2~(-5),-6-3]=[7,-9]

Oto rysunek i interpretacja wspotrzednych wektora:

| ﬁy Wspé%rzqdne wektoraA_B’moiemyinterpretowaé
jako kolejne etapy ,najkrotszej drogi”, jakg mu-
simy pokona¢, poruszajac sie z A do B zgodnie

>
—_
1
<
w
~—
~
Q8

(2,3)

Y

7 zasada: najpierw wzdtuz osi OX, potem wzdiuz
osi 0Y. Zauwaz, ze przesuwajac sie o 7 jednostek
wzdtuz osi 0X, zgodnie z jej zwrotem (w prawo),
a nastepnie o 9 jednostek wzdtuz osi 0Y, prze-
ciwnie do jej zwrotu (w dét), ,dostaniemy sig” zA

() )
: do B. Przesuniecie zgodne ze zwrotem 0si Zapisu-
jemy jako liczbe dodatnia, za$ przeciwne do

zwrotu osi - jako liczbg ujemna. Mamy zatem:

AB=17,-9]
Wektory AC =[7, 0] oraz CB = [0, -9] nazywamy

wektorami sktadowymi wektora AB.

Definicja 2.

- Y _ :
Wektory u = [u, u) iv=[v, )] sa réwne wtedy, gdy Ux = Va1 ty
- -

, .o L.
wektoréw u i v zapisujemy u = v.

=V, ROwnos¢

Przyl
——
Przedstawimy w uktadzie wspétrzednych wektor = [-4, 3]
ol
] .K.":'- .

wno wektor EF=[-% 3],
)iQ(-L 4), czy tez

nie wiele.

Mos
‘Cm . r o
bz ? Podat wiele rozwigzan tego zadania. Zauwaz, Ze Zal 0
4 e E . da "‘ , '
gt nieskoncze

Sy, . :
-4, 3], gdzie R(-1,-1) i S(-5, 2). Takich wektorow je
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Tworzg one vrodeing woeltordw rownyeh, KLGrg nazaywiny wi nie vobod
nym, Aby przedstawic w akladaio wspdlezgdnyel weldory o | dvee ey ws
Kazad dowolnie wybranego reprezentanta e rodziny,

Przvktad 3.
mw

> 1 ] ' ) i ’ 4 L} ‘,
Dany Jest punkt B(1, 5) ovaz welktor i = | 3,4, /najdziemy wh O gochie punkin A,

dla ktdrepo AR,

TS| i {1 IH 'a' .‘r’”‘ “
Oznaczmy wapdlzgdne szukanego punktu AN, V), nartepnie obliczmy wep zsdn
woektora Al
[}
AB=[1 -x,5 ¥
J ' ¢ e o .,

Wiemy, 2¢ wektory AR iu s rdowne, wige odpowiednie wapdlrzgdne ma)i Identyeane,

[1-=%5~y]=[-3 4]
czyli

[-x= 3 A6 y=d4, skyd

N=4 Ay=1
Otezymalismy wige, ze A(4, 1),

Przvktad 1.
e

Na ponizszym rysunku pracdstawione sy weldory, Odezytamy 7 rysunka ieh wipol-
rzqdne, Wskazemy wektory rowne,

N
M \l 1|
.‘\J:

” e 1)

a=24] b=l A4S e (2] d=[ a5 024
Wektory réwne to wektory q, ¢leorny weltory b i d,

Definicja 3.
Sumi) wektordw i/ — [ty 1] | V- |

U= Vo Vol zywimy woktor (i, 1 vy, 11, 1 vy,
sl ) 1]
_SEIIIIfthPI(l()I'(')W v ozaczamy iy,

Wracajge do praykladu | / )
¥ 1 ¢ 1 o } ¢ l ' ‘.(
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prayhtad 5

Wyznaczymy Sume wektorow p = [4, 1] i r = [2, 4] i przedstawimy jej graficzng
interpretacje.

AY e | |
1 4__4__'_____‘_________. B T TS UL LSS SRS NS SRUE O
L ptr=[4+2,-1+4]=[6,3]
1 fedd |
n —+ /1
T2 3 /5 6 X
1 E J_Mf | |

Definicja 4.

Wektory Ui ;l)sq przeciwne wtedy, gdy ich suma jest wektorem zerowym.

Wektor przeciwny do wektora u oznaczamy _u. Wektor przeciwny do wektora AB
- —
ozniaczamy —AB lub BA. Latwo zauwazyé, ze jesli

- -
u= [UX; u_y]’ to —-Uu= [_ux' _uy].

Przykt
~212d 6.

W -
YZrLaczymy warto$ci parametréw m oraz n, dla ktérych wektory u=[m+2,n— 3]
Ol‘az V= [

2m+1,4n - 2] sg przeciwne.

Suma Wektorgw

Ro'/m'+ 2) + (2m
(m+2) 4 (2

| ms_q .

€Sl

Spr m =1 Orazp=1 . - o .

D] Wz, 1, to wektory u i v s praeciwne,

20bic,> °'FYMane obliczenia,

»cZon iy

L u:[\“ 2c Wartosci min otrzymujemy:

vANF ) P (g - - ) , 9 — [_ i

Mty 1p3)~[1,_z] V=2 1)+ 14 1-2]=[12]
>4 Przeciwne,

Przeciwnych jest wektorem zerowym, zatem:
T1)=0 A (n-3)+(4n-2)=0

FZymane réwnania:

M+1)=0 A (n-3)+(4n-2)=0

A 5”*5:0
h=1
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Definicja 5.

- Y
Réznica wektorow u = [u,, u,] i v=[v,, v,] nazywamy wektor [uy— Vi Uy, — V).
-y

- =) -3

Réznice wektorow u i v oznaczamy u — V.

Definicja 6.
Iloczynem wektora Zz) = [u,, u,] przez liczbe rzeczywistq a nazywamy wektor
-

5
[a - u,, a -uy]. lloczyn wektora u przez liczbe @ oznaczamy a - u.

Przyktad 7.

[ oo
jeslip=[2,-1] i a=(-3), to a-p=[(-3)-2,(-3)- (-1)]=[-6,3].

- - = -
Jeéli dla wektoréw niezerowych u i vistnieje liczba rzeczywista a, dla ktoreju=a-v,
to wektory u i vnazwiemy wektorami réwnolegtymi. Jesli dodatkowo a > 0, to po-
wiemy, ze wektory u i v majq ten sam zwrot; jesli natomiast a < 0, to powiemy, ze

-5 o
wektory u i v maja przeciwne zwroty.

Definicja 7.

Dtugo$cig wektora = [u N
5 = [Un uy] nazywamy liczh W » —
czamy |u]. §/U +u’ . Dlugo$¢ wektorauo

Brzgklad 8.

- Obliczymy dhugos¢ wektora u = [12, 5],

Otrzymujemy:

ul=12* +5% = 144 125 - V169 =13

D} 4 -
ugosc wektora u wynosi 13,
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Jesli A(xp ) i B(x,,)3), to dlugosé wektora AB przedstawiamy wzorem:
AB|=/(x, =, ) + (02 = )’

16 i i 1 . ;7 -2 B 7
Latwo uzasadni¢ (powotujgc sig na tw. Pitagorasa), ze dtugo$¢ wektora AB jest row-
na diugosci odcinka o koficach A i B.

Na koniec tego tematu podamy trzy twierdzenia charakteryzujgce wektory rowne,
wektory przeciwne oraz dziatania na wektorach. Sprébuj udowodnic te twierdze-

nia, wykorzystujac wczeéniej poznane wiadomosci.

Twierdzenie 1. R

Jesli wektory niezerowe u i v sg rowne, to wektory te:
e sarownolegte
e maja te same zwroty
o maja takg sama dtugosc.

Twierdzenie 2.

Jesli wektory niezerowe u i v sg przeciwne, to wektory te:
e sgrownolegte
® majg przeciwne zwroty
¢ maja takg samg dtugosc.

”‘ .
Twierdzenie 3.

Dla dowolnych wektoréw J, ;, w oraz dowolnych liczb rzeczywistych k, [:
Ditv=r4a 2 (i3 |+ =i V0
3)k-(1-{{J=(k.1).; 4) (k+1).&’=k-u+1-u

s)k-[3+3J=k-J+k-;

Sor g
awdz, czy rozumiesz

; \(,)Vb E:zs‘:lspéhz‘%dne wektora E, majac dane punkty A4 3), B(-1, 7).
3: 0 301(Q£nym uk}aclzie wspétrzednych narysuj wektory:
Oczq'tel]<, w:1=. 2 0l p=[-4,5]
3. Oblig, diugoé{éora obierz dowolnie.
a) A\’B,J'eéli/](‘;velktora: ook '
4 +1), B(-5, -6) b) u, jesliu=[-512]

Dany | i
o5t wektor Afj= [7,-8] oraz punkt A(-2, 5). Oblicz wspotrzedne punktu B.
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